Formulaire de GRE

Page 1

Conventions : u,

G
R

Vi, sont des sommets d’un graphe
(V,E), Gy sont des graphes orientés

Définitions
Un graphenon-orienté est formé desommetset d'arétes tandis

gu’un grapheorienté est formé desommetset d’arcs (extrémités
initiales etfinaleg.

Un graphe simpleest un graphe sans boucles ni arcs (ou arétes)
tiples.

Un graphe sous-jacentest un graphe formé en remplacant les 3
d’un graphe orienté par des arétes.

Degré: nombre d’arétes d’'un sommex (| = 2|E|), ou degré entran
(intérieur) et degré sortant (extérieur) d’'un sommet pauigtaphe
orienté (Y d; =S d_ = |E|).

Un graphe partiel est un graphe dont on ne conserve qu’un Sc
ensemble d'arétes (ou d’'arcs), mais tous les sommets.

Un sous-grapheest un graphe dont on ne conserve qu’'un Sg
ensemble des sommets ainsi que tous les arcs entre le ssersldn
des sommets.

Sous-graphe partiel: réunion des 2 définitions précédentes.

Un graphe non-orienté comporte udeaine (suite formée de som
mets et d’arétes, qui est diegmple si chaque aréte y apparait i
plus une fois, e€lémentairesi chaque sommet y apparait au p
une fois.) Lalongueur d’une chaine correspond au nombre d’aré
Un cycleest une chaine fermée dont les 2 extrémités sont confon

Pour un graphe orienté on parle cleemin et decircuit .

(V,E,C) est un réseau d’'un grapk#V, E) dans lequel chague aréte a une pondératien

Un graphe estrégulier si tous ses sommets sont de degré

Un graphe non-orienté esbnnexes’il existe une chaine entre chaque
nmpdire de sommets. Unebmposante connexel’un grapheG est un
sous-ensemble maximal de sommets étant tous connexe ertre e

\rc graphe orienté edortement connexesi pour chaque paire de
sommets{u, v} il existe un arcu — v et un arcv — u. Une com-
posante fortement connexed’'un graphe orientés est un sous-

tensemble maximal de sommets étant tous fortement conndse er
eux. Un graphe orienté esemi-connexesi, pour chagque paire de
sommets{u,v} il existe un arcu — v ou un arcv — u. Un graphe
orienté connexeest dit d’'un graphe orienté dont le graphe sous
yaeent est connexe.

Un graphe réduit est un graphe orientg; dont les sommets corres-
ymndent aux composantes fortement connexeS @é dont les arcs
représentent les liens entre les composantes connexes.

Uneforét est un graphe sans cycle. Un graphe connexe et sans cy
est unarbre. Si G est un graphe non orienté connexe, on appell
arbre recouvrant un graphe partiel d& qui est un arbre.

alune arborescencede racine r est un arbre orienté tel qu'il existe

usn chemin du sommat vers tous les autres (le degré entrant de

tehaque sommet, a I'exception de la racine, vaut 1). Losrgurigerse

dleesens de tous les arcs d’'une arborescence, on parle akors-d’
arborescenceet d’anti-racine (le degré sortant de chaque sommet, ¢
I'exception de la racine, vaut 1).

Représentation des graphes* : permet de représenter n'importe quel graphe)
Matrice d'adjacence (*) (sommets-sommets) : I'élémeaf; comporte le nombre d'arétes entreet vj ou le nombre d’arcs dont; et

I'extrémité terminale ey; I'extrémité initiale.Propriétés :matrice sym

étrique.

Matrice d'incidence (sommets-arcs) : I'élémeaji vaut 1 si le sommet; est une extrémité de I'aréé. Cet élément vaut1/1 si le sommet
v; est I'extrémité terminale/initiale de I'ae (probléme de représentation des boucles)
Liste d’adjacence (*): n listes contenant les sommets adjacents a

Liste de successeurs et de prédécesseurs(®)- nlistes contenant

les successeurs et prédécesseu(sas oriente).

Liste d'incidence : ne permet pas de représenter les sommets isolés.
Note: I'utilisation de matrices est privilégiée lorsque le gnapest dense, sinon I'utilisation de listes permet d’écasenta mémoire.

Exploration d’'un graphe
Largeur (BFS) O(n+ m) : stocke les voisins dans une queue, fou

rni une chaine udiglengueur minimale entreetv.

Profondeur (DFS) O(n+ m) : récursif, avance le plus “loin” possible et numérote lemsm®ts dans I'ordre de traitement. Peut étre dérécul

sifié en utilisant une pile.

Composantes connexe®(n+ m) : basé sur I'exploration en largeur, retourne pour chaquetset son numéro de composante connexe.

Composantes fortement connexe®(n? +n+m) : parcours la liste d

es successeurs et rotes sommets accessibles ; parcours la liste de

prédécesseurs et noteles sommets accessibles. Les sommets nptés— forment une composante fortement connexe.

Tarjan (composantes fortement connexe<p(n-+m) : basé sur I'algorithm®FS, calcule en plus pour chague sommet le nuniéngu| du
sommet situé le plus “haut” au-dessus de lui dans 'arbre B cessible depuis Si & la fin du traitemeribw[u] = d fsnunju] alors tous
les sommets situés en dessousiderment une composante fortement connexe.

Arbres et arborescences
Remarques:

— Un arbre ou une forét est un graphe simple : car arétes resltip

ou boucles forment des cycles.
— Chague composante connexe d’une forét est un arbre.

— Un arbre est une forét connexe.
— Tout arbre sur 2 sommets ou plus possede au moins deux so
mets pendants deuilles

Théoreme: Si G est un graphe simple saisommets alors toutes ces
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propriétés sont équivalentes : — G est connexe et minimal pour cette propriété (tout graphe pa
— Gestunarbre; tiel G’ c G n'est pas connexe);
— G est connexe et sans cycle; — G est sans cycle et maximal pour cette propriété (I'ajoutd’'un
— G est sans cycle et comporte- 1 arétes;; aréte &G crée un — unique — cycle);

— G est connexe et componte- 1 arétes;
— Chaque paire de sommets distincts @eest reliée par une Propriété : Un graphe est connexe si et seulement s’il admet un arbi
chaine unique; recouvrant.

Arbre recouvrant de poids minimum/maximum : Etant donné un résed&inon orienté, on cherche un arbre recouvigat (V,Er) dans
R de poids total minimum/maximum. 2 algorithmes :
— Algorithme de Kruskal O(n?) améliorable ef®(m-log(m)) : numéroter les arétes selon leur poids du plus petit au pargigchoisir
les arétes qui ne forment pas de cycle.
— Algorithme de Prim O(n?) améliorable e®(m-n-log(m)) : insérer le sommet de départ dans I'arbre, puis a chaqai@grjouter
a l'arbre I'aréte de plus petit poids reliant un sommet debfa & un sommet n’étant pas encore dans I'arbre. Afin d’éceéle
processus on stocke pour chaque sommet son aréte de plysopdile reliant a I'arbre, de méme que I'autre extrémitéaréte (le
sommet étant déja dans l'arbre).
Chaine de section maximale
— Probléme: connaitre le débit maximum que I'on pourra avoir sur undrahaeliant n’importe quelle paire de noeuds; le débit de Iz
chaine étant donné par saction inférieurdpoids minimum d’une de ses arétes).
— Théoreme: L'arbre recouvraniyax de poids maximal darR contient des chaines de section maximale entre toute paserdmets
= construire I'arbre de poids maximal puis prendre le poigsies petit parmi les arétes de I'arbre.

Plus court chemin dans les réseaux

Plus court chemin depuis une source unique
Bellman-Ford O(n+m) : & chaque itération passer en revue tous [Egzemple d’application :

arcs et si un chemin plus court passant par I'arc testé esténmettre | Itération | Arc CoupleA;, p[j] Continuer
la variable continuer a vrai. Arrét lorsque aucune modificatles| | départ (0,-) [ (0,-) | (e0,-) | (e, -) faux
chemins n’est effectuée (variable continuer = faux) ou sidenbre

d’itération est égal au nombre de sommets (si la variablémoer = n | (1,2) | - | (1,1) | (2,3) | 4,2) | vrai

vrai alors un circuit de longueur négative existe).

Dijkstra O(m+ n=xlog(n)) (fonctionne uniguement avec des arcs| dexemple d’application :

poids non-négatifs) créer un ensemble des sommets dont on ne Itération CoupleAj, p[j] Liste
connait pas les plus court chemins et un ensei@blé&/\L ; a chaque 0 (0,-) | (o0,=) | (o0,-) | (o0, -) | {1,2,3,4}
ajout d’'un sommet darScalculer le plus court chemin pour ces voi- 1 - (31) | (1,1) | (»,-) | {2,3,4}
sins en se basant sur le poids du chemin du sommet courast, [pui 2 - (2,3) - (4,3) {2,4}
ajouter &Sle sommet ayant le cout le plus faible. L'algorithme s’'af- 3 - - - 4,3) {4y
réte lorsque I'ensembleest vide. P N - N N >

Plus court chemin entre tous les couples de sommets
Floyd-Warshall O(n®) : calcule itérativementk(= 1..n) les plus

courts chemins n’utilisant que les sommets k éomme intermé; 0 3 8 |0 3 8 o
diaires. La matrice se calcule en prenant les lignes et oefglnet en wj) = |” 0 4 11j | 0 4 11
regardant si la somme des élémenjist- cxj <= ¢jj, auquel cas on © o 0 7| o 0 7
remplace cette valeur et on copie le prédécespguttans la matrice 4 o o 0|4 7 12
des prédécesseurs. Si les valeurs dans la diagonale sergiites 101 17— 1 1 -
gue 0 alors il existe un circuit a cout négatif. Y N P
Exemple d’applicationK=0-et 1) : (pij) = S N
4 — — —||4 1 1 -

Dantzig O(n®) : & chaque itération ajouter & la matridde sommet la diagonale contient des valeurs plus petites que zére dlexiste
k et en utilisant I'ensemble des sommets ajoutés calculesé&mble| un circuit & colt négatif.
des plus courts chemins entre tous les couples de sommetskdeSi

Graphes sans circuit

Unefonction de rang est une fonction affectant a chaque sommdun graphe orienté un numéro appedég (notérang(v)) tel que, pour
tout arc (1,v) on aitrang(u) < rang(v).

Tri topologique O(n+ m) : calcule le degré entrant de chaque sommet puis retire efroienles sommets ayant un degré nul en prenant so
de décrémenter le degré de leurs successeurs.

Plus courts chemins dans un réseau sans circuitraiter les sommets dans I'ordre du tri topologique, paisnchaque sommet prendre le
chemin le plus court depuis ces prédécesseurs en comptaoitiede I'arc jusqu’au sommet courant.
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Application a la gestion de projets

Graphes potentiels-tAcheschaque sommet correspond & une tache, —

un arc de poidsi; (durée de la tachg relie le sommet au somme
j si I'exécution de la tachedont précéder celle de la tacheSi le
projet est réalisable le graphe ne doit pas comporter deitirc

Le chemin critique est donné en calculant pour chaque sommet les
dates de débuwtu plus tét(maximum des chemins des prédécesseurs) —
et au plus tard(minimum des successeurs). Si ces deux dates|sont

identiques alors la tache asitique.

contraintes : les contraintes peuvent étre écrites sous forme mathé-
matique :tj > tj +d;, out; ett; représentent les dates de début des
taches et j, tandis qued; correspond au délai minimal entre ces deux

événements.

“la tAche ] peut débuter au plus tétjours apres la fin de la

tache i” @\d.ix/y@

— “latachej peut commencer au plus tjours apres le début de

la tachd” : ” X 0

. d. .
“la tAchei débute au plus 16t jours apres le commencement
des travaux” | X

“la tachej débute au plus tadjours aprés le début de la tache
HoOm=m0)
— "la tache j doit commencer sitbt la tAche terminée* :

di 0

—d

Les familles et problémes classiques de théorie des graphes

Graphe complet, clique: graphe simple G non orienté avesom-

mets dont toutes les paires de sommets sont reliées par éree
notation :K.

Propriété: le graphe complek, possédé‘@ arétes.

Tournoi : graphe orienté dont le graphe sous-jacent (non orienté
un graphe complet.

Propriété: un tournoi possede au plus un sommet sans success
au plus un sommet sans prédécesseur.

Graphe complémentaire: graphe ne possédant que les arétes qu
graphe simple non orient = (V, E) ne possede pas.

Graphe biparti : un graphe esbiparti si 'ensemble des somme
peut étre partitionné en deux sous-ensembles disthety de sorte
gue tout arc ait une extrémité daxXst l'autre dan¥.

Graphe biparti complet (notéKn) : graphe simple, avelX| =m

et |Y| = n dont tous les sommets désont reliés directement a tol
les sommets d¥.

— Le nombre chromatique du graphe complet (cligig)est
X(Kn) =n.

— Soitw(G), la taille de la plus grande clique contenue dans ¢
graphe simpl&s. Alors x(G) > w(G).

) es— SoitA(G), le degré le plus grand d’un sommet du graphe simpl

G. AlorsX(G) < A(G) + 1. SiG est connexe, il y a égalité uni-

eur et quement pouG = Ky ou pour G = cycle de longueur impaire.

Ensemble stable sous-ensemble de sommets d’'un graphe non adij:

|EaRNts deux a deux.

Nombre de stabilité (a(G)) : nombre maximum de sommets d’'un

tEensemble stable.

Propriétés:

— Dans une coloration, les sommets ayant recu la méme coule
forment un ensemble stable. B

— Une clique dans I'ensemble complément&@reorrespond a un
stabble dan§ et vice-versa.

| Coloration des arétes: attribution d’'une couleur & chaque aréte de

ar

IS

Couplage: dans un graphe non orienté, sous-ensemble d’arétes 2P

que deux arétes quelconques de ce sous-ensemble n'ontepagd
mité commune.
Couplage parfait: couplage dont les arétes sont incidentes a tou
sommets.
Couplage maximum: couplage de cardinalité maximum.
Coloration des sommets attribution d’une couleur a chaque so
met d’'un graphe de sorte que les sommets aient une coulé&tnedife
a chaque extrémité d'une arétes.
k-coloration : coloration enk couleurs des sommets d’'un grapk
Un graphe admettant unlecoloration est ditk-coloriable ou k-
chromatique
Nombre chromatique (x(G)) : le plus petitk pour lequel un graph
G admet uné-coloration.
Graphe planaire (qui peuvent étre représentés sur le plan sans
sement d’arétes) : il existe toujours une coloration en 4exos.
Propriétés:

— Si G est un graphe simple ¢4 un sous-graphe d& alors

X(H) < X(G) = toute coloration dé5 est également une cq

loration deH.

Graphes eulériens

Un grapheG esteulériens’il possede une chaine ou un cycle pass

une et une seul fois par chacune de ses arétesr(on orientg ou un

chemin ou un circuit passant une et une seule fois par chazseg

arcs €as orientg.

Propriétés:

— Un graphe non orienté connexe estériens'il possede 0 ou 2

.G de sorte que les arétes incidentes a chaque sommet regoirars
des couleurs différentes.
L rédice chromatique (q(G)) : nombre minimal de couleur nécessaire
&1 coloration des arétes Ge
Propriétés: q(Kant1) = 2n+1etq(Kon) =2n—1
Graphe sur les aréteqL(G)) : construit en attribuant & chaque aréte
de G un sommet dé (G) et deux sommets distincts d€¢G) seront
reliés par une aréte si les deux arétes qu'ils représentesu onoins
une extrémité commune da@s
'"®ropriété: la coloration des arétes @@ peut se ramener & une colo-
ration des sommets d€G) (q(G) = X(L(G))).
Théoréme de Vizingpour tout graphe simplg, on aA(G) < q(G) <
PA(G) + 1.
Théoréme de Kdnig pour tout graphe bipar6, on aq(G) = A(G).
CI9h recouvrement (des sommets par les arétes) d’un graphe simpl
non orienté est un sous-ensemble d’arétes tel que chaqueetaat
I'extrémité d’au moins une aréte choisie.
Un transversald’'un graphe simple non orienté est un sous-ensemb
n-des sommets tel que chaque aréte du graphe est incidentaavec
moins un sommet choisi.

ant sommets de degré impair.

— De plus sitous les sommets sont de degré pair le graphedwosst
uncycle eulérientandis qu’avec 2 sommets de degré impair il
possede unehaine eulérienne

— Un graphe orienté connex& = (V,E) avec deg.(v) =
deg (v),V¥v € V contient uncircuit eulérien. Un tel graphe

]
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contient unchemin eulériens’il existe une différence de max
mum 1 entre les degrés de 2 sommets.

Algorithme de recherche d'un cycle eulérien: pour un graphe

G = (V,E) dont tous les sommets sont de degré pair, permet d'g
nir I'ordre de visite des sommets du parcours. Commenceoiam-

ter les arétes du graphe de facon arbitraire mais de telte soe
deg; (v) = deg_(v) pour tous les sommets du graphes (si le gra
est orienté et qudeg, (v) = deg_(v), sauter cette étape). Constru
une anti-arborescence en partant d’'un sommet chol&rcourir leg
arcs en partant de la racine et numéroter les arcs en passdaii-

arborescence uniquement s'il s’agit du dernier arc nonrengtilisé
quittant le sommet.

Remarque: si le graphe comporte exactement 2 sommets,v, de

degré impair, il existe un parcours eulérien. Pour le troua@uter
une aréte entre et v, I'orienteru — v, choisirr = v et ignorer le
dernier trajet vers.

Probléme du postier chinois: il s’agit de trouver dans un rése&u

Heuristique

Probléme du voyageur de commercetrouver le circuit le plus cour
passant exactement une fois par chaque sommet. Si on éncinge
cune des solutions possibles on arrivgna- 1)! tournées différente
(/2 siles distances sont symétriques).

Heuristique du plus proche voisinO(n?) : partir du sommet initia
et choisir le sommet se trouvant a la plus petite distanceocurset
initial. Continuer avec le sommet suivant jusqu’a ce togstemmets
soient visités.

Heuristique de l'insertion la plus colteuseO(n®) : relier le premier,
sommet avec le sommet le plus éloigné. Pour chaque sommai-n
sant pas encore partie de la tournée, calculer le détourapaort a
toutes les arétes de la tournée et stocker le détour le ptitspans
la liste des détours minimums de chague sommet, sélectitmpleis
grand des détours- insérer ce sommet. Continuer tant gu'’il reste

villes a insérer.

Heuristique de l'insertion la moins codteuse: méme chose qu
I'heuristigue précédente, mais en sélectionnant le plts ges dé-

Flots dans les réseaux

Flot : unflot des at dans un réseaR = (V,E,C) est une attribu-
tion de valeurxj a chaque arci, j) € E telle quey jcsycei)Xij =
> KePred(i) XVl € V,i # S,t.

Valeur du flot : desat esty jcsuces) Xsj = Y KePredt) X«t-

Circulation : méme définition que le flot sauf que cela n'est
Vievi#£st.

Compatible : un flot (ou une circulation) de at estcompatiblesi
0 <xj < ¢j (cjj représentant la capacité de 'arc).

Flot de valeur maximale: il s’agit de trouver le flot maximum qu
I'on peut faire transiter du sommet-soucau sommet-puit.
Algorithme de Floyd & Fulkerson : permet de trouver un flot d
valeur maximum de at.

1. Construire le réseau d’augmentati®in
2. Chercher un chemin d&at dans le réseau d’augmentatigh

i-une chaine (ou un chemin dans le cas orienté) passant au um@ns
fois par chacune des arétes (arcs) et qui soit de poids mimimu

bReé_solution: le probleme revient a déterminer les arcs a dédoubler afi

€ n'avoir que des sommets de degré pair. Dans le cas d’'uauése
orienté il faut utiliser deux ensembles de sommets de degpair,

0 ux ayant plus d’'arcs sortants que d’entrants et ceux em my@ns.

duilibrer ensuite les degrés en cherchant les plus conermins du

euxieme ensemble vers le premier.

Commencer par orienter arbitrairement les arétes du graphe

Relier les sommets de degré impair ensemble en dédoubsaatde

donty (poids) = min.

Construire un cycle eulérien.

_‘
(D

Un graphe non orient& est dithamiltonien s'il posséde un cycle
passant une et une seule fois par chacun de ses sommets,yetain c
passant une et une seule fois pas chaque sommet d’'un graptie es
hamiltonien.

t tours au lieu du plus grand.

eHeuristique de la ville la plus éloignée méme chose que I'heuris-

stique précédente, mais en choisissant la ville la plus géegd’'une
des ville de la tournée en construction.
Heuristiqgue d’amélioration — 2-opt : tester toutes les permutations
de sommets et si la permutation réduit la longueur du pascalle est
conservée. Suppposons que les deux ar&iey:) et (xz,y2) soient
deux arétes non consécutives du circuit. Un nouveau cipewit étre
obtenu en remplagant ces deux arétes par les deux &réigs) et
g*%2,y1). Si le poids du nouveau circuit est inférieur, on procéde :
I'échange. Sinon, on garde les deux arétasyi) et (xz,y2). Atten-
tion au sens du parcours!
Heuristique d’amélioration — 3-opt : au lieu de considérer des paires

delsarétes, on considére des triplets d'arétes deux a deuxomsecu-
tives du circuit. Si ces 3 arétes sont supprimées, le ciseuiibupe en

e3 chemins disjoints. On peut alors recombiner ces chemindikn
sant d’autres arétes entre les sommets au bout de ces chemins

stop si plus aucun chemin, sinon augmenter le flot au max
mum le long du chemin (diminuer le flot dans les arcsjlet
reprendre en 1.

Pour trouver la coupe minimale : partir du sommet initial et

pbas  prendre tous les sommets encore atteignables.

. Fin : vérifier que I'ensemble des sommets marqués Béaris
la derniere étape forme une coupe sépasalgt telle que sa

b capacité est égale au flot que I'on a trouvé.

Coupe: ensemble des arcs sortants d’'un sous-ensemble de somm
ECapacité de la coupe somme des capacités des arcs de la coupe.

Théoreme du flot maximum et de la coupe minimum(Ford & Ful-
kerson) : la valeur d’un flot maximum deat est égale a la capacité
minimale d’'une coupe séparaset.
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